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Dy — vetormx 1 de varidveis exégenas.
€ — vetor Q x 1 de rufdo branco com matriz de covariancia .

Sendo T o tamanho da amostra e, escrevendo, X=(X(1), ..., X(T) tem-se,

XT +DB=E.

Estas equagdes sdo chamadas estruturais.
Se I' tem posto méximo, as equagoes,
x=pT+w=DBr~1 = ET

30 chamadas de forma reduzida do modelo.
0O modelo dinimico de equages simultaneas é

—1

I'(B)X; +B1B)Dt= &

onde, I'(B) e B(B) sdo polindmios matriciais em B.

Observe-se que todos os modelos anteriores podem ser estendidos para 0 ¢aso
multivariado, bastando considerar as varidveis X; como vetores e os polindmios

em B como polindmios matriciais.

CAPITULO I

ANALISE ESPECTRAL
UNIVARIADA

2.0. INTRODUGAO

Neste capitulo faz-se uma introdugdo & andlise de séries temporais estaciond-
rias no domfnio da freqiiéncia. Estuda-se a decomposi¢3o da série temporal em
partes associadas a freqiiéncias de ocorréncia de alguns eventos em lugar da am-
plitude dos eventos, isto &, em suzs componentes ciclicas. Define-se, também, 0
espectro, que € a ferramenta natural para a andlise de um processo estaciofidrio
do domfnio da freqiiéncia. O espectro é uma fungdo que complementa, para um
processo estaciondrio, o estudo feito no dominio do tempo através da fungdo de
autocorrelagao. , - ;

2.1. ANALISE DE FOURIER

A anglise de Fourier estuda, basicamente, a aproximagdo de qualquer fungdo
por uma soma de senos e cossenos. i / .

Pelo teorerha de Fourier, qualquer fungZo f{x), periédica do perfodo p, pode
ser escrita como uma série de Fourier na forma,

= 27f 2nf
fix)= \.WQ wh\.na A.ﬂ. kv+ bjsen Allvl avm (1)

- onde ap, by, aj, by, ap by, . . . s30 constantes que podem ser determinadas a
partir de f{x).
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Para uma fungdo f{x), ndo periédica, pode-se considerd-la como uma fungdo

periédica de periodo infinito. . .
Neste caso, a distancia entre as freqiéncias 2njjp e 2n(j+1)/p dos termos con-

secutivos em (1) tende a zero. Entdo, por operagdes de limite, 0 somatdrio torna-
se uma integral. Deste modo as fungdes ndo periddicas poderiam ser escritas co-

mo
fix) n-\mws (g(w Jeoswx + ki w/senwx) dw

onde g(w) e k(w) s@o determinadas a partir de fix).
Entretanto, para que as operagdes de limite sejam vaélidas, a fungo fix) deve

satisfazer as seguintes condigdes:
(i) ser absolutamente integravel, isto &,

.\.8 | flx)ldx < °°;

—_—c0

(ii) ter um numero finito de descontinuidades;

(iii) possuir um mimero finito de maximos e minimos.

Mostra-se que a série de Fourier, para uma série temporal discreta, X(t), emer-
ge naturalmente. Inicialmente, considerar-se-d um modelo senoidal simples, do

qual algumas definigbes basicas serdo extrafdas.

-~

2.2, MODELO SENOIDAL SIMPLES

Considere a Figura 2.1. Os valores da série x(1),x(2),x(3). . variam em
tomno do valor médio p e,ainda, as variagdes se repetem, isto é,asérie é perid-
dica. _

A série temporal na Figura 2.1 pode ser descrita por quatro elementos bdsicos
que sio: perfodo, freqiiéncia, amplitude e fase, que s3o adotadosporp, f,A e b,

respectivamente.

o necessario para a série temporal se repetir. O perfo-
o é tinico, pois se a série tem pe-
Em geral a série é periddica se

p: 6o perfodo de temp
do ¢ medido em unidade de tempo por ciclo e n2
rfodo p, terd também perfodo 2p, 3P, A e

X(t)=X(t+cp) c= 1.2,....

[ = 1/p; €& o reciproco do perfodo e fornece.o ndmero de repetigdes do ci-
glo por unidade de tempo. Por exemplo, com 12 meses por ciclo (p =12), a fre-

qUiéncia é 1/12 ciclos por més.

x(1)

A8 T
E IR

0
Figura 2.1. Série temporal periddica.

A A E..avm.Eam ¢ 2 distincia da média da série ao pico ou a0 “fundo do vale”.
« @: Afase éa distancia entre a origem da série temporal, no caso = 0, e o pi-
co (ou fundo do vale) mais préximo.
Para a série constante, X{t) =k, considerasep = ¢ f=0.
mu Portanto; a série temporal periddica e estaciondria X{r) pode ser expressa na
orma : : : : ‘

X(t)=p + Acos2afit—8), t=12,.. oF e
_que é conhecida como Sva@on?nwo harménica. Por exemplo, quando 1= 8,
X(t)=u + A

As vezes é conveniente expressar a fungZo peribdica em termos da m«ﬁm:&»
angular. A freqiiéncia angular ¢é medida em termos de radianos por unidade de

tempo,
w=2n , 0S<w<2n

Portanto pode-se reescrever o modelo (3) como,
X(t) =ut+Acosiwt—¢), t=12,...,T (4)
onde,
¢= 2nfé

mm.ﬁm serd a representagdo fundamental e usar-se-d os termos freqiiéncia para i
freqiiéncia angular para w e fase para .
Da identidade trigonométrica,

cos(x—y) = cosxcosy + senxseny (3)
tem-se, .
Acos(wt—¢) = Afcoswtcosp + senwtseng)
_ = acoswt + fsenwt (6)
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a = Acos¢ (7)
B = Asend (8)

Entdo, (3) pode também ser escrito como,
X(t) = p +acoswt + fsenwt s oo AR 5 (9)
A partir das identidades trigonométricas, |

costx +sen’x =1

e,
_ senx = -1
tanx = F5ox © grctanx = tan—4x
tem-se,
a? +* = A? (cos?¢ + sen’¢)= A’ (10}
ﬂ-
NQB — WNIEIW = .m.
cosp a
ou,
nR.S:m = ¢ . (11}

O modelo anterior é um modelo simples, mas na pratica as mu dangas em uma
série temporal podem ser causadas por variagoes em diferentes frequéncias. Por
exemplo, séries de vendas podem conter variagdes ciclicas semanais, mensais,
anuais e outras. Em outras palavras, os dados podem conter variagdes em altas,
médias e baixas freqiiéncias. ;

Entdo,uma generalizagio natural é dada por:

g .
Xitj=npt 2 A:cos(wit — ¢i) t = 1,2,.2,T
Sy P P B S g e HMJ (12a)

ou,

£ .
X(t)=u+ X xQ.nomE.n+m.nm=€.Q.~ = 1,20 ol
2 IR 2 2a s BV (1)

que representa um processo harmonico simples.

Note-se que nos modelos (4) e (122) se 4, 9, Aje ¢ sdo constantes fi-
xas, 0 processo X(t) ndo ¢ estaciondrio pois B [X[ nﬁ varia com o tempo. Para
aplicar a teoria dos processos estaciondrios supde-se que A e A; s30 varidveis
aleatérias ndo correlacionadas com média zero ou, de maneira equivalente, que
¢ ¢ ¢ saovaridveis aleat6rias com distribuigdo uniforme em {0, 27}, que s3o
fixas para uma Unica realizagio do processo. Da mesma forma, para 0 processo
em (12b) ser estaciondrio deve-se considerar 05 &; € @.. 1=17.. .k varidveis alea-
{érias nio correlacionadas com média zero. ‘

Entretanto, pode-se perguntar: por queé deve haver somente um nimero fini-
10 k de freqiiéncias envolvidas no modelo para X(t)?

=

Na realidade, um modelo para série temporal estaciondria estabelece que ela ¢
composta da soma de infinitas séries peri6dicas mais uma média.
Assim, pode-se generalizar 0 modelos em (12) fazendo k > °° para se obter,

; b g
Xl =pt = m\.no%«c\ale\.\.nnbm.... (13a)
=i
com.
0 AE\A 2n ,ou .
oo .
X(t) =pt \.WN \p\.nog\.~+m\¢§€\uin = .E.wE
Como antes,
LA R
A =a tf
“n
\ g .
X ¢j = arctan ~ F=12-.. (14b)

Teoricamente pode-se mostrar que qualquer série temporal estaciondria pode
ser aproximada por uma série infinita de curvas senos e cossenos.

2.3. SERIE DE FOURIERE A FUNGAO DE AUTOCORRELACAO

Considere-se que a série é representada pelo modelo das equagoes (13). Cada
componente é uma fungdo periédica e cada uma pode ser identificada com sua
freqi¥ncia angular wj. Isto é, uma série temporal observada terd comprimento fi-
nito e ndo se pode estimar, a partir dela, o nimero infinito de parametros das
equagdes (13). :

Dados T observacbes da série, [x(1), x(2), ..., x(T}], pode-se estimar,no
méximo T parametros para, digamos, 2 equagao (13a).

- ——— Entretanto, antes de formular o modelo com um niimero finito de componen-

tes, é preciso mencionar dois pontos:

1) Com unidade de tempo constante, por exemplo, més, com excegZo da mé-
dia, que tem perfodo infinito, a maior curva senéide peri6dica (a mais lenta) que
pode ser observada € aquela com um perfodo de T meses, ou de freqiiéncia an-
gular 2m/T. Isto ocorre porque esta onda pode repetir-se somente uma vez em /5
observagdes se ela tem perfodo T

A menor curva sen6ide periédica (a mais veloz) que pode ser observada é
aquela com um perfodo de dois meses, desde que é necessdrio pelo menos dois
meses para uma curva sen6ide completar um ciclo. Assim, a curva mais veloz que
pode ser observada tem freqiiéncia angular 27/2=n radianos por maés. Esta fre-
qiiéncia é amais altae é denominada freqiiéncia Nyquist.

Estas curvas esto representadas na Figura 2.2.-

2) Suponha que T éum mimero par, isto §, T = 2n. Entfo,a freqliéncia
angular da j—ésima onda &
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2n
j=1,wp= 7 que é a onda mais “‘vagarosa” que pode ser observada;

’

n, wy, = 210 = n que é a onda maiz “veloz” que pode ser
T observada;

N,
]

j=0,wp=0, é aonda de freqiiéncia zero gz representa 0 valor mé-
dio.
Desde que senwpi=0 ¢ coswgt=1 o valor médio u = agcoswgt = ag fica
identificado com a amplitude da onda sendide associata com a freqiiéncia angu-
lar W

Tendo em vista o exposto acima, pode-se escreves uma analogia finita das
equagDes (13a) e (13b) cemo,

n
X(t) =u+ T Agos(wt—&j)t = % T (15a)
Fd
e,
; n
X(t) = p+ 3. (agoswit + Bsenwit) & = L= T (15b)
I _
onde, ?
n=T/2.
R O AT
of L2 \4 g \J0 iz t

Figura 2.2. Curwasde freqiéncia mais alta (Nyquist) e ms baixa.

Os parametros na equag3o (15a) sfo p, Aje ¢; ena equagio (15b) sao p,
e f Esta dltima parece conter um pardmetro a mais que O nimero de observa-

A0

ATy W

“

¢oes. Entretanto, é facil ver que de fato tem-se T pardmetros em vez de T+1.
Desde que wp, = 7, 2 n—ésima componente na equagao (15a) é dada por

.A:mo&é;Te:\ = auroswpl + Bysenwyt = 0, COSWpE

pois, senwyt = senmt = 0.

Logo,
n-—1I "
Xit)=ut 2 \A\ﬁome\“ — &.\ +acoswpt, = 1 25
j=1 ‘
ou, ainda,
n n-1
it =p 'y 9\82% + T Benwit , t=12,...T
j=1 j=1

pois, senwpt = senmt = 0. : . 5

Vé-se, assim, que existem T pardmetros para serem estimados a partir das T
observagoes. ,
Por conveniéncia inclui-se 2 onda de freqiiéncia zero no somatdrio. Para isto

define-se a fase ¢ = 0, entdo (15a) pode ser escrita como

.:

X(t) = X 368\5.« l &.\. ~H~.Nx...u. Ea&
3 j=0 ;

onde a média p € igual 2 amplitude Ap, daonda de freqiiéncia zero: B = Ap
Correspondente  equagdo (15b) tem-se,

n n

1

X(t) = £ agoswit + T @am:sﬁk .HN.N.‘....H EQE
e Y=y 5 =0

onde, novamente, o valor médio p = ap

Lembrando que senwpt = 0, © dltimo termo da equagdo CoS.m igual
a zero.
As expressoes dos estimadores dos parametros da equagao (16b) podem se!

_ obtidas multiplicando-se ambos 0s lados desta equagio por coswjl (ou senw;t)

n n
X{t)coswit = .M ajcoswt coswit + .M ummaimnobs.ﬂ
N"Q \"Q
e, somando-se de 1 a T,
T n T
T Xftkoswit = L & % nai\&n&im &
=] =g 5 Ir=E



n T
+ T B I senwjtcosw; -

j=0 t=1
Lembrando as propriedades da ortogonalidade das fungdes seno e cosseno
dadas por:
T 0 s i g
I senwjtsenwit = T2 sep 1 =l =00 (17a)
t=1 0 s i = j = 0n
T } 0 se i F ]
I coswjtcoswit = T2 se- i = j # 0,n (17b)
t=1 T se i = j = 0n
T \Nwﬁ\
T senwtcoswit= 0, ij =012, ..n
=]
T
T senwit = 0 ’ j=012...,n (17d}
t=1
4 ; .
I coswit = 0 - j=L2...,n (17e)
t=1 ,
De (17c) tem-se que,
y i L i )
T X(tjcoswit = % aj * T coswitcoswit
t=1 j=0 t=1
e, com (17b), que:
(i
T > Xt) paraj = 0
t=1
= T
. S 2 T X(t)coswit paraj = 1,2 1 (18a)
N‘N”N \N mu \ln-...-3| sd
1 T
- z N\Qnogm paraj = n
y e
f t=1

a2

Ou, Sc_:vmnm:ao.wn (16b) por senw;t e somando-se de I a T, oc.ﬁma.wﬂ

s IW.. Z  X[t)senwjt

¢ n ' 3 .
TX(thenwit = ¥ o X coswjtsenwit +
n Y § .
: T o Z senwjtsenwt
j=0 t=1
de (17¢) vem, e
E n i ‘
ZX(tjenwt = T B T senwptsenwit
t=1 j=0 =T

e, com (17a),

N‘ -
paraj=1.2..., n-1
t=4

b= T
Z X(t)senwjt =0 para j=0n
t=1 _

(18b)

L
;

2nj
onde a freqiiéncia angular wy HIM.I.

Este procedimento ndo é nada mais do que formar as equages 52.35. de
minimos quadrados. Assim as equagdes (18) ?BnonB..S&B@:S. as estimativas
de minimos quadrados de um problema de regressdo. Seja, entdo,

X=28+ ¢ &
onde, :
X = (X(1),... X(T))" ..
© = (ag.af, Bl - - U1, Bn—1- )’
. ;
-
1 coswy senw; coswy senwy e.. COSWp_] senwp_ 1 !
1 coswy.2 senwp.2  coswz.2  senwp2 ... coswp_j.2  senwp_).2 -1
1 coswy.3 senwp.d  coswz3  senwpd ... coswp_j.3  senwp_p.d 1
z=). . . - . L . .

1 cosw(T-1) ‘senw)(T-1] coswp(T-1) senwp(T~1) . .. coswn_1(T=1) senwp,_1(T-1) =1
7o 1 0 1 0 cee (-1t 0 1
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com, wj= Ind j=1,...,n-1 £

Os estimadores de minimos quadrados para h\. e ¢; podem ser obtidos dire-

tamente do relacionamento das equagdes (14).
Assim,

T | (19a)

¢ = arctan — paraj = 0,1,2,...n (19b)
pc
7
Nas equagdes (18) e (19) observa-se que:
1 —Quando j=0, ap= X
- e ; 7 ;
o == X1 fop =0

= t=1

pois coswpt=I e senwgt=0. y

Portanto, os estimadores de minimos acm&.unom da amplitude e da fase da on-
da de freqiiéncia zero sdo:

Ag=ag e 9g =0
2— Quandoj = n, tem-se:
Pl } oy
pau.mu —1IF Ty By, = 0 -
t=1

- &

poiscosw,t = (—1ff~1 e senwyt =0

E os estimadores de minimos quadrados da amplitude e da fase da n—ésima
onda de freqiiéncia sdo:

Ap=a, e ¢, =10
Removendo-se a média u do lado esquerdo de (16b) obtém-se:

n n i
X(t)—pn= % ﬂc§x+ M Bpenwit (20)
j=1 =1

onde, agora, os estimadores passam a ter as seguintes expressdes:

a4

L
...wl, M~ ?chu: coswit =12 an-d

W

o =

N. .
% M \N:Tm\ao%n .\.uz
- t=1

NA -
T M (X(t)- Nkmzﬁ\«  fed B el
=]

0

Anélise de Varidncia

Usando-se as relagBes de ortogonalidade mostra-se que:

S

T = n—1
SD* = i \N\\QNM.\%\\ NINNI. 3- »A st B
t=1 o

que é mnnnmna.oan_.:n conhecido como teorema de Parseval.

De fato, 3 :

e ; > X :

X(t) - X=3 ?%85.“ + ug.mm:.c\i
j=i

Assim,

n n :
?QQIMNN = A z \pmnomf?m-.um:ftvﬁ z Qyo.&f?@«n:i\:_

N =l

n n

s : = BB \&.&.SuimRoui\ip%\.guf.an:ai +

i=1 N.HN
+ Ppim:.e Romé\u + m m\nnzé amnscc

Logo,
T - n n T

- -

¥ (X[t)-XP = Z = B0 [SeEE coswjtcoswjt +
t=1 : i=1 j=1 " gml

(21a)
(21a)

(21b)

(22

‘



i T
+ B.P. MN, cosw jtsenw;t + P.p.w. MN senw tcosw it i -
1= =

T
+ Bibj MN senw;tsenwit (23)
1=

Logo, usando (17¢), a segunda e a terceirz parcelas em (23) desaparecem € co-
mo para § #j as outras parcelas se anulam resta para i =j = n. V€-se, usando-
se (17a), que a quarta parcela € nula e usando-se (17b), que a primeira parcela

serd ﬂpw . Para i=j #n, usando-se (172) ¢ (17b) tem-se que a primeira mais a

quarta parcela é 2 \WN \Qw + B

T n—1

Portanto,

Bepy-xp a5 B -
> T MIM\9\+&\+Q=H.|M '+ A4
~.n~ 2 j=1 2 j=1

Agora, pelo fato que x_.e == Q.c pode-se escrever:

7
=3 ??334+@.R=5.Q ey
=

onde a; e Bj sdo varidveis aleatérias.

E claro que deveria existir alguma relago entre as amplitudes das séries peri6-
dicas das quais X(t) écompostaea variancia de X[t), desde que quanto maior
a amplitude das séries que compoe X(t), maior serd a flutuagdo de X(t).

Nas ciéncias fisicas as palavras poténcia e varigncia sao usadas com 0 mes-
mo significado.

Espectro de Linha
~ .N " s M . a - — E'
E o grifico de = L\w An e mm contra a freqiiéncia .Q. b. |.M%a

A figura 2.3 mostra o espectro de linha para uma série artificial X(t) e forne-
ce uma andlise visual da varidncia da série. Portanto, vé-se que a poténcia média
da série X(t) pode ser explicada por quatro curvas sendides localizadas nas fre-
qiiéncias 0,05;0,10;0,25 € 0,50. .

Outros nomes também sdo utilizados, a saber Periodograma, para o grafico

de hw contra P (periodo); Espectograma, para o mamoo% hw 833 \m
(frequéncia). 3 . N
Box ¢ Jenkins chamam de periodograma o gréfico de T. Lw\u contra \w e L \\w
de intensidade.

Aqui, a quantidade X X?(t)/T € denominada poténcia média e as quanti-
t=1

dades 4 \m..\m. A} e A} sfo denominadas estimadores da poténcia média na freqiiéncia

angular correspondente. o :

Verificou-se, assim, que a varidncia totzl da série pode ser decomposta em
uma combinagZo linear dos quadrados das amplitudes de cada componente pe-
ribdica. Portanto, a andlise de Fourier fornece nada mais do que uma andlise de
variancia da série temporal amostral.

Zu3&&»%.35.&oBoa&oh&m%%ﬁ%ﬁi,gSoE%uo _Boa&o
linear, : A X :
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Figura 2.3.  Espectro de linha. _ X




Fungao de Autocorrelagio

A fung3o de autocovaridncia, para uma série temporal estaciondria com média
p evaridncia o?, ¢ definida como

vk) = E TN\Q{:R?E!:L (25)

ondek = 0,1,2,... e (k) éfun¢io somente do atraso k.

Desde que a varidncia o2 de X(r) éigual a y(0), afungdo de autocorrelagdo
¢ dada por
(k)
b\k\ ]
(0)

Usualmente, a correlagdo entre X{7) e X{(t+k) é definida por

k = 012 (26)

cov[X(t), X(t+k]]
v/ var{X(t)var{ X(t+k )]

Como a série ¢ estaciondria, vem:

plk) =

(27)

var [X(t)] = var [X(14%)] = ¥0)

e, desde que,

cov [ X(t), X(t+k)] = k),

vé-se que (26) e (27) sdo iguais.
A fung3o de autocovariincia para 2 amostra ¢ definida por,

T—k
1 % 5
ofk) == Z [ xrt)-x 1 [ xte+5)-X ] (28)
t=1 .

Nota-se que quando k = 0, ¢(0) = SD?.

Para T observagdes de uma série temporal, s6 é possivel calcular 7—1 coefi-
cientes de autocorrelaggo. O divisor T éusado porque fornece uma estimativa,
apesar de tendenciosa, mas com erro médio quadrado menor do que quando se
divide por T-k Além disso, ofk/ na equagdo (28) é uma fung¢Zo semi-definida
positiva e conveniente na relagdo para o teorema de Parseval.

Mostra-se que cfk), dada pela equacdo (28), é um estimador assintotica-
mente nfo tendencioso de (k) da equdgdo (25).
De fato, ignorando os efeitos de estimagao da média u , tem-se:

; T-k
E |cfk]| =E{—-% X(t) — p| | X(t4k) —
T =}
; Tk ‘
== 3 E|X0t)-p||X(+k) - n
T =] .

48

1 T+ k
= Lafplie { FT S Infk]. (2!
/& t=1 . 7 ¥ 3
Portanto,
lim E [c(k)] = (k).
T -

Agora, considerando o efeito de estimar u por

X(t)/T a tendéncia do estimador c(k) pode ser avaliada ao escrev

Py
[
NN

1

Tk
= [xit) - n][x0e +0) - p] =
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-Ignorando-se os efeitos finais, isto ¢, supondo-se que

Agora, dividindo por T e usando (29) tem-se
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